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EJERCICIOS FINALES

Por ultimo, te dejo una relacién de ejercicios de otros examenes y de
pruebas de acceso a la Universidad.

Calcular la distancia del punto de coordenadas (1, 1, ) al plano que pasa
por los puntos de coordenadas (1, 1, 0); (1, 0, 1); (O, 1, 1).

Calcular la distancia del punto de coordenadas (3, 5, O) a la recta que
pasa por los puntos de coordenadas (0, 1,2)y (0, 1, 1)

Determinar una recta que sea paralela al plano de ecuacion x+y + z=3,
que corte a la recta de ecuaciones x =0, z =0, y que también corte a la recta
de ecuacionesz=1,y=0.

Calcular alguna recta que sea paralela al plano de ecuacion
X -2y +z =1y que también sea paralela al plano que pasa por los puntos
de coordenadas (2,0, 1); (0,2, 1)y (1,-1,0)

Definir el producto escalar de vectores y enunciar su relaciéon con los
conceptos de angulo y distancia entre dos puntos

Calcular un vector de médulo 1 que sea ortogonal a los vectores de
coordenadas (1,0,2)y (&, 1, O).

Calcular alguna recta que sea paralela al plano de ecuacibn x+z=2y
corte perpendicularmente a la recta de ecuaciones x+y=0;y+z =2

&Qué angulo deben forma dos vectores no nulos € y ¥ para que ambos
tengan el mismo maddulo que su diferencia e — v

Hallar dos vectores linealmente independientes que sean ortogonales al
vector de coordenadas é = (1, 1, 3).

La base de una piramide es un cuadrado ABCD de 2 metros de largo y
su vértice V estéa situado a una altura de 3 metros sobre el centro de la base.
Calcular el angulo que forman los ©planos ABV 'y BVC.

v.'\




Determinar si el plano 3x - 8y + z = 1 es perpendicular a la recta de
) {—x =3y +3z
ecuaciones y+2z7= -1
Determinar también si es paralelo a la recta que pasa por los puntos de
coordenadas (1,-1,1)y (-1, -1, O0).

Calcular el area del cuadrilatero de vértices A (1, O, 1), B (&, O, 2),
C(,8,1)yD(31,3)

Determinar una constante a para que €l plano de ecuacién
mi=ax +y +z =& forme un angulo de /3 radianes con el planonz =2z =0

Sabiendo que los lados de un rectangulo ABCD miden 1 y 3 metros,
calcular el producto escalar CB - E, y el moédulo del producto vectorial
CB ANBA

Determinar un plano m que, pasando por el origen de coordenadas, sea
x+y=1
y+z=2
la recta s que pasa por los puntos A (1, 1,0)yB (0, 1, 1)

paralelo a la recta de ecuaciones r = { y también sea paralelo a

Calcular la ecuacion del plano que pasa por los puntos de coordenadas
A(1,0,0),B(0,1,1)yC(1,8,0). Determinar la distancia del punto
P (8, 1, 1) adicho plano

5Qué relacion hay entre los coeficientes de las ecuaciones:
ax+by+cz=d; a'x+Dby+c’z=d dedos planos paralelos?
Razonar la respuesta

Determinar una recta r que sea paralela al plano a que pasa por los
puntos de coordenadas A (1,1,0),B (1,0, 1)y C (0O, 1, 1) y que también
sea paralela al plano de ecuacion m=x+2y+3z=0y que no esté
contenida en ninguno de estos dos planos

Determinar las coordenadas de un punto que diste 2 unidades de la
g2 _x-1_y z-1
recta rde ecuacion:r = ——=-=—

Si los lados de un rectangulo ABCD miden 1 cm y 4 cm, calcular el
coseno del angulo PAC, donde P es el punto medio del lado BC:
B P C

A D

Sean los puntos de coordenadas A (1,0,0),B (0,1,0)yC (0,0, 1)
a) Calcular el area del tridngulo que forman los puntos A, By C

b) Determinar el &ngulo que forman los vectores AB y AC




Hallar un vector de médulo uno que sea ortogonal a los vectores
u=00,1,Dyv =(&,1,0)

Determinar la relacién que debe existir entre a y b para que los puntos
de coordenadas A (1,0, 0); B (a, b, 0),C (a, 0,b) y D (O, a, b) estén en un
plano

Determina el plano m que pasa por el punto A (1, &, 3) y por la recta r
de ecuacionesx+y=1;y+z=1

Calcula el angulo que forma el planor = x +y + z = O con la recta de
ecuacionesx+y=1;y+z=1

Determina un plano m que pase por los puntos A (1,0,0)y B (0O, 1, 0),
_(x+y+z=2
y sea paralelo a la rectar = {x _y4z=2
Determine la relacién que debe existir entre a y b para que el punto
P (O, a, b) esté en el plano determinado por los puntos A (1, O, O),
B(1,1,1)yC(0,%, 1)

Escribe un vector de médulo 1 que sea ortogonal al vector v =(1, 2, 1)

Calcula el area del triangulo cuyos vértices son los puntos de corte de
los ejes de coordenadasconelplanor =x+y+z=1

a) Determinar la posicion relativa del planon =x -y + 2z = 2 y la recta

. +1  z+2
de ecuacionesr = g = yT = Z—_1

b) Calcula la distancia entre la recta r y el plano n anteriores

Sean u y v dos vectores ortogonales de modulo 4 y 3, respectivamente.
Calcula el moédulo de los vectores U + v y u - ¥, indicando los resultados
tebricos en que te basas para ello

Sean a y b dos vectores no proporcionales del espacio real

tridimensional. ¢Qué relacién existe entre las direcciones de d y b y la
direccidén de su producto vectorial?, ¢,Cuanto vale el mdédulo del producto

vectorial de @ y b?

a) Determina la recta r que pasa por el punto A (1, 1, 1) y es
perpendicularalplanor =x+y =1
b) Calcula el punto P donde la recta obtenida corta al plano
n=x+y=1

a) Determina el plano m que pasa por el punto P (1, 1, 1) y corta
perpendicularmente a la rectar = xT_l = %: #

b) Calcula el punto P donde se cortan la recta ry el plano




=0 —
Xx+tytz ! {x+y+z 0 determine

Dadas las rectas: r = { _ yr = ,

x—y+z=1 ax + bz =10

la relacion que debe existir entre a y b para que:
a) ry r’ sean paralelas

b) r y r’ sean perpendiculares

a) Calcule el punto de corte del plano m =x+y =0 y la recta
x= A
r=4qy= -2
z=1+ A
b) Determine la recta s que estd contenida en el plano m y corta
perpendicularmente a r

x=A x+y=0
Considerelasrectasr = jy= —1 ys = { Y=
7 =1 x—z=1
a) Compruebe que r y s son coplanarias
b) Obtenga las ecuaciones de la.recta t que cortaarya s,y es perpendicular
a ambas

x=1+ 2
a) Compruebe que la recta r = { y = A es perpendicular al plano
z= A

m=EX+y+z=1
b) Calcule los dos puntos de la recta r cuya distancia al plano m es igual
a /3 unidades

Calcule el angulo que forma el plano m = V3 —z =3 con la recta
_{x+y=1
1 —
y—x= —1
De todos los planos que pasan por los puntos P (0, 0,-1) y Q (1, O, 0),
x+y=1
x—z=0

(los angulos se miden en radianes)

calcule el plano m que sea paralelo a la rectar = {

Determine la relacion que deben cumplir 4 y u para que la distancia del
punto P (4, 1, p) al plano determinado por los puntos A (1,1, 1),B (1,0, 0)
yC(0,2,1)seaigualal

Dados los puntos A (1,1, 1),B (1,0,0)y C (O, &, 1), sea r la recta que
pasa por Ay By sea r el plano que pasa por C y es perpendicular ar
Calcule el punto P, en el que se cortanry

Fijadoslos puntos A (1,0,0)y B (0, 1, 0), obtenga la relacién que deben
cumplir los numeros reales 1 y u para que el punto P (4, u, O) sea tal que el
triangulo ABP tenga area igual a 1




Sea 6 el &ngulo formado por los vectores u'=(1,1,0) y v =(1,u,1), donde
Ay p son numeros reales
a) Obtenga la relacidon que deben cumplir 4 y u para que se cumpla que
cosf=0
b) Obtenga la relacién que deben cumplir 4 ¥y p para que se cumpla que
senf=0

Considere las rectas r = {; z i Vs
y un punto @ de s tales que el vector U = Wj tenga moédulo igual a q y sea
ortogonal al vector v = (—1,0,1)

{2; _ 2 , obtenga un punto P de r

a) Determine el plano m que pasa por el punto A (1, O, 1) y es
perpendicular a la rectar de ecuaciones x+y+z=0;x-z=1
b) Calcule el punto P en el que secortanryn

a) Estudie, en funcién de los parametros a y b, la posicion relativa de

=0
la recta de ecuacion {; —0Y elplanor=x+y+az=»>b

b) Para cada una de las posiciones obtenidas, diga coémo es el sistema
formado por las ecuaciones x=0; y=0; x+y+az=b

x=1
Considere lasrectasr = {* 77 = 2 ys=iy= 1
x—z=1 ,

a) Determine el plano m que contiene a la recta r y corta
perpendicularmente a s
b) Calcule el punto donde se cortan el plano r y la recta s

Sea r la recta que pasa por los puntos A (1,0,0)y B (1,-1,0),y sea s
la recta que pasa por los puntos C (0,1, 1) y D (1,0, -1)
a) Calcule el plano m que contiene a s y es paraleloar
b) Calcule la distancia entre las rectasr y s

a) Calcule las ecuaciones implicitas de la recta r que pasa por los
puntos A (1,0,0)yB (-1,0,-1)
b) De todos los planos que contienen a la recta r, obtenga uno cuya
distancia al punto C (O, -1, 0) seaigual a 1

Calcule todos los vectores de moédulo 2 que son ortogonales a los
vectores u= (1,-1,-1)yv=(-1,2, 1)

Calcule la distancia del punto P (3, -1, 2) alarectar = {x ; _}; : i 3 1

Dadoelplanor =x +z =1y los puntos A (1,0,0)y B (0O, 1, O), calcule

los valores de ¢ para los que el punto P (0O, O, ¢) cumple “ 4rea del tridangulo
ABP” = “distanciade Pam”




Sea m el plano determinado por los puntos A (1,0,0),B(0,1,0)y P
x—y=3

2x —z =3

a) Obtenga la ecuacion implicita de

b) Determine los valores de ¢ para los que r y m son paralelos

¢) Determine los valores de ¢ paralos que r y m son perpendiculares

(0,0,c),ysealarectar = {

Sean en R3 los vectores € = (2,0,0),u=(1,0,-1)y v = (-8, 3, -2)
a) Calcule el producto vectorial € x u
b) Calcule el seno del angulo 6 que forman e y u
¢) Calcule el a&ngulo g que forman i y v

a) Calcule las ecuaciones implicitas de la recta r que pasa por el punto
P(1,-1,0)yesparalelaalosplanosti=x+y=2ynze=x—y+z=1
b) Calcule también las ecuaciones paramétricas de ry un vector director
der

En R3, calcule la distancia del punto P (1, -1, ) a la recta r que pasa
por los puntos A (0,-1,1)y B (1,0, 1)

Fijados los puntos A (1, 1,0) y B (1, O, 1), calcule todos los puntos de
la forma X (O, 4, ) para los que el triangulo ABX es equilatero

= - 1
Considere en R3 las rectas r= {x g , 8= {x Ty B
7=0 X—y = 1
a) Obtenga un vector director de la recta s
b) Obtenga el plano w1 que contiene a r y es paralelo a s

¢) Obtenga el plano me que contiene a r y es perpendicular a s

a) Dado el plano m1 = z = 0, escriba las ecuaciones de 1os planos nay s
tales que los planos w1, ma, s Se corten dos a dos, pero no exista ninguan
punto comun de los tres

b) Clasifique el sistema formado por las ecuaciones de los planos m1, ms

yms

=0
a) Calcule el valor del parametro k para que la rectar = {;C t z t 2 —1

separalelaalplanor = kx+y+kz=1
b) Para el valor de k obtenido en el apartado anterior, calcule la
distancia de la rectar al planom

En R3, considere los cuatro puntos A (0, 1,1),B (-8,0,-1),C (-1, 1, 0)
yD(-R,82,1); ysearlarectaquepasaporCyD
a) Obtenga las ecuaciones paramétricas der

b) Halle los puntos P de la recta r para los que el tridngulo ABP sea

rectangulo en P




En R3, considere el planon =az+ by +cz=d, larectar = {; ; 8 y el

punto P (1,0, 1)

a) Obtenga como deben ser los numeros a, b, ¢, d para que el plano «
contenga a la rectar

b) Supuesto que el plano r contiene a la recta r, pruebe que la distancia de
Pamesmenoroigualal:d(P,n)<1

Dadosen R3losplanosmi=x+y—z=1yns=x—y+z =1, obtenga el
conjunto de H de los puntos de R3 que distan igual de dichos planos

a) Calcule las ecuaciones parameétricas de la recta r que pasa por 1los
puntos A (0,1,1)yB(1,1,-1)
b) Calcule todos los puntos de la recta r que equidistan de los planos m1=
X+y=-2yne=x—-2z=1

Sean e, u y v vectores de R3talesquee xu=(1,0,-1),vxé=(0, 1, 1)
a) Calcule el vector (€ x ) x (V x €)
b) Calcule el vector w = € x (2l - € + 3v)

Considere en R3 los puntos A =(1,1,-1) y B=(0, 1, 1), y los planos
m=x+y=0yne=x—2z=0
a) Calcule las ecuaciones paramétricas de la recta r que pasa por los puntos
AyB
b) Obtenga un punto de P de la recta r cuya distancia al plano 1 sea el doble
de su distancia al plano g, estoes,d (P, m1) =2 -d (P, mz)

Sean en R3 los vectoresu=(1,1,0)yv=(-1,0, 1)
a) Calcule el producto vectorial 4 x v
b) Obtenga un vector €1 de R? que cumpla cos < (€1, 1) =0
¢) Obtenga un vector €z de R® que cumpla sen « (€z, u) =0

En R3, sea m el plano de ecuacion x - z = 2, y sea r la recta que pasa por
los puntos A (1,0,0)y B (O, O, b)
a) Calcule un vector director de la recta r
b) Determine b para que r y = sean perpendiculares
¢) Determine b para que r y & sean paralelos
d) ¢, Esta r contenida en m para algin valor de b? Razone la respuesta

En R3, considere el puntoP=(1,0, 1) ylos planos m1= x + z = 0, Ta=
y—z=0. Obtenga un plano mz que cumpla a la vez las siguientes
condiciones:

AOPeR
(ii) m1 corta a w3 en una recta
(iil) los planos 1, M2y s no tienen puntos en comun




Sean en R3 los vectores €= (0, 1,0),u=(3,-2,2)yv=(0, 1, 1)
a) Calcule el producto vectorial € x u
b) Calcule el &ngulo @ que forman U y v
¢) Demuestre que la familia {€, 1, ¥} es linealmente independiente

3x+2y=0

En R3 se consideran las rectas de ecuaciones: r = {x 2 g’
— Z —_ —

_x+1 _ y-3  z-1

-2 a -1
a) Halle el valor de a para que ry s sean paralelas
b) Para el valor de a obtenido en el apartado anterior, calcule la distancia

entrerys

Considere en R3 las rectas: r= {x i 2 , 8= {x ty=1
y = 0 7z=0
a) Obtenga un vector director de la recta s
b) Obtenga el plano w1 que contiene a r y es paralelo a s

¢) Obtenga el plano mez que contiene a r y es perpendicular a s

En R3, considere los puntos A=(1,2,1);B=(2,-1,-3),C=(0, 1,-1)Y
D=(0, 3,-19 y searla recta que pasa por Ay B
a) Calcule las ecuaciones parameétricas der
b) Obtenga un punto P de la recta r tal que la distancia de C a P sea igual a
la distancia de D a P

Seanelplan0n5y+z=0y1arectarzx—1“1: y1_ ?

-2
a) Calcule la interseccion del plano y la recta
b) Determine la recta s que pasa por el punto P = (1, O, O), es paralela al
plano m y es perpendicular a la rectar

Sean los puntos A =(1, 0, 1) y larectar dada por el punto B=(-1,0, )
y el vector v = (-1, 1, 0)
a) Calcule la distancia del punto A a la rectar
b) Calcule el area del triangulo de vértices A, By O, siendo O = (O, O, O)

Sean los puntos A = (2,0, 1), B=(g, 0, 3) y la recta r dada por el punto
C=(1,0,2)yel vector v = (-1, O, O). Determine los puntos P de la recta r
para los cuales €l area del tridngulo ABP es 2

_x3_yss_zm2 oo [ X—Yy—z=2
Sean lasrectasr = — = —= =, 37s_{2x_|_2y_zz4
a) Estudie la posicion relativa de dichas rectas

b) Halle la distancia entre ambas rectas

Sean los puntos A=(0,0,2),B=(&,0,1),C=(0,2,1)yD=(-2,2,-1)
a) Halle la ecuacion del plano m determinado por los puntos A, By C
b) Demuestre que los cuatro puntos no son coplanarios
¢) Calcule el area del triangulo formado por los puntos B, Cy D




Dados los puntos A = (1, 0, 2) y B = (3, -8, -2). Calcule la ecuacién del
plano perpendicular al segmento AB que pasa, por su punto medio

x=14+ x=1+21
Sea,nlasrectasrz{ ;:1}] ys=y y=0
z= 2

a) Estudie si las trayectorias de las rectas se cortan, se cruzan o coinciden
b) Halle dos vectores directores de r y s. Calcule el area del triangulo que
forman

Sean r la recta que pasa por los puntos A=(0,0,-1)yB=(0,-2,-1),y
s la recta que pasa por los puntos C=(-1,2,0)yD=(1,0,-1)
a) Calcule el plano m que contiene a s y es paralelo a r
b) Calcule la distancia entre las rectasry s




